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RESUMEN
En el presente artículo se hace una exposición del metodo de ajuste
simultáneo de bloques fotogramétricos. En este método, que actualmente es el
más completo desde el punto de vista matemático, a partir de las coordenadas
medidas de imágenes de puntos de paso y control se obtienen estimaciones de
las coordenadas espaciales de los puntos de paso y de los elementos de
orientación exterior de las fotografías por medio de un ajuste global. Se
obtienen las ecuaciones de colinealidad, su forma linealizada con el uso de
matrices de Cartan, se establecen los modelos funcional y estocástico y se
presenta un ejemplo didáctico. En futuros artículos se tratarán las técnicas
de ajuste y el análisis estadístico de resultados.
1.INTRODUCCION
Desde un punto de vista muy general, la fototriangulacion es un método
para determínar coordenadas espaciales X,Y,Z -con respecto a un sistema de
referencia fijo a la Tierra- de puntos individuales a partir de medidas sobre
fotografías Ololt·, 1983). Este concepto abarca tanto el uso de fotografias
aéreas como terrestres; es bien sabido que en el primer caso la
fototríangulación se denomina aerotriangulacion.
La aplicación más importante de la aerotriangulación es la de
incrementar el número de puntos de control o apoyo, por medio de bandas y
bloques de fotografías, para su uso posterior en diversas aplicaciones
fotogramétricas. Otras aplicaciones significativas de la aerotriangulación
son:
(i) desarrollo de modelos digitales del terreno -por determinaci6n de las
coordenadas X,Y,2 de una red de puntos que cubra la regi6n bajo considera-
ci6n-;
(ii) estudio de deformaciones de estructuras artificiales ~ de subsidencias
del terreno -registrando coordenadas de puntos en diferentes instantes de
tiempo-;
(iii) densificacion de redes geodesicas de control de orden inferior, etc ...
De los diferentes métodos de aerotriangulaci6n existentes (ana16gicos,
semianalíticos y analíticos), en este trabajo nos centraremos en estos
últimos, en los cuales los observables básicos son las fotocoordenadas x,y de
las imágenes de los puntos -medidas con comparadores o estereocomparadores-
que configuran la "red" de puntos cuyas coordenadas con respecto a un sistema
terrestre de referencia se quieren determinar.
En un bloque fotogramétrico, esta red de puntos está constituida por los
denominados puntos de paso (que permiten conectar los diferentes modelos para
crear bandas continuas), los puntos de enlace (que enlazan bandas contiguas)
y los puntos de control. En realidad, con un adecuado diseño del vuelo
fotogramétrico, los puntos de enlace coinciden con algunos de los puntos de
paso.
En aerotriangulaci6n analitica, cada fotografía tiene asociados
normalmente tres puntos de paso, seleccionados de tal forma que sus imágenes
estén a lo largo del eje fiducial y, tal como se indica en la Figura 1.
+1
Figura 1
En esta figura, los puntos b y e coinciden aproximadamente con los puntos
principales de las fotografías. Procediendo de esta forma resultarían seis
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puntos de paso por modelo, y una situación típica de un bloque fotogramétrico
es la que se muestra en la Figura 2 (Wolf,1983).
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Figura 2
Los puntos geodésicos de control -al menos tres por bloque de
fortografías- son necesarios para orientar adecuadamente el modelo
fotogramétrico con respecto al sistema de referencia y poder referir a este
sistema las coordenadas de los puntos de paso o nuevos puntos de control.
Para el ajuste de un bloque fotogramétrico, tres son los métodos
analíticos utilizados hoy en día: el método secuencial, el método de modelos
independientes y el método de ajuste simultaneo. Los dos primeros son lógicas
extensiones al dominio de la fotogrametría analítica de la aerotriangulación
practicada con instrumentos analógicos (restituidores). Sus principales
características son las siguientes:
(a) Metodo secuencial: en este método, desarrollado a finales de los años
cincuenta por el National Council Research (NCR) y el British Ordnance Sur vey
(BOS), los pasos fundamentales son:
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formación de la banda, con respecto a un sistema de coordenadas
rectangulares arbitrario (orientación relativa);
transformación de las coordenadas modelo al sistema terrestre de
referencia al cual están referidas las coordenadas de los puntos de
control (orientación absoluta).
En la primera etapa, suponiendo orientada de forma arbitraria la primera
fotografía de la banda fotogramétrica, cada fotografía se orienta con
respecto a la anterior. Esta orientación incluye la orientación relativa y el
ajuste en escala del nuevo modelo La orientación relativa se puede
conseguir por medio·de las ecuaciones de colinealidad o por la condición de
coplanariedad. El resultado final es una banda continua referida al sistema
de coordenadas del primer estereopar.
(b) Hetodo de modelos independientes: en este caso cada estereopar del bloque
fotogramétrico se orienta de forma relativa. El resultado es una serie de
modelos independientes cada uno con su propio sistema de coordenadas y su
propia escala. Utilizando los puntos de paso y enlace, y los puntos de
control, por medio de transformaciones de Helmert se obtiene en una segunda
etapa la orientación absoluta simultánea. La principal ventaja de este método
radica en que permite el uso de datos a partir de modelos orientados
analógicamente y de modelos formados analíticamente. (Un estudio detallado de
estos métodos se encuentra por ejemplo en (Slama, 1980).)
(e) Un método que se separa radicalmente de estos métodos más tradicionales
es el ajuste simultaneo ("Bundle method"), en el cual de forma simultánea y
no secuencial (como ocurre en (a) y (b» se ajusta el bloque fotogramétrico
de una forma que podemos denominar "integrada". La principal diferencia con
el método secuencial y el de modelos independientes es que la solución
-coordenadas X,Y,2 9.e los puntos de paso- se obtiene directamente y no se
efectúan las orientaciones relativa y absoluta de forma separada: en efecto,
a partir de las fotocoordenadas x,y de las imágenes de los puntos de paso y
control , en un ajuste mínimos cuadrados, se estiman las coordenadas terreno
X,Y,2 de los puntos de paso y los elementos de orientación exterior de las
fotografías.
Los observables y los parámetros están relacionados mediante las
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ecuaciones de colinealidad en un modelo funcional del tipo L=F(X) de
observaciones indirectas. Algunas de las ventajas de este método podemos
resumirlas en los siguientes puntos:
(i) posibilidad de incluir en el modelo funcional ecuaciones de observación
en las coordenadas de los puntos de control y los elementos de orientación
exterior en el caso de considerar/disponer de observaciones de estos
parámetros;
(ii) posibilidad de incorporar en las ecuaciones de observación parámetros
adicionales para modelar los errores sistemáticos existentes en las
observaciones (distorsiones del objetivo, refracción atmosférica, ...);
(Lí L) posibilidad de detectar, localizar y eliminar errores groseros en las
observaciones;
(Lv ) posibilidad de introducir constreñimientos entre los parámetros para
reforzar la aerotriangulaci6n.
Estas y otras ventajas hacen que poco a poco el método simultáneo sea
una técnica estándar para sistemas de generación de datos en la forma de
fotocoordenadas de imágenes.
A continuación presentamos los aspectos básicos de este método. En la
Secci6n 2 se obtienen las ecuaciones de colinealidad y se linealizan. En la
Secci6n 3 se plantea el modelo matemático fundamental en el método simultáneo
basado en estas ecuaciones y Se analiza con todo'detalle la estructura del
sistema de ecuaciones normales.
2. ECUACIONES DE COLINEALIDAD
2.1 Col ineal idad.
Como ya hemos indicado en la Introducción, las ecuaciones de observación
en el ajuste simultáneo mínimos cuadrados de un bloque fotogramétrico son las
denominadas ecuaciones de colinealidad cuya deducci6n presentamos en este
apartado.
Una buena idealización de la geometría que existe en el momento de la
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toma de una fotografía es la que corresponde a una proyección central del
espacio objeto tridimensional sobre un espacio imagen bidimensional: el
centro de la proyección es el centro óptico del objetivo de la cámara y el
plano imagen el plano focal del objetivo -fotografía aérea- en el cual se
registran las imágenes sobre la emulsión fotográfica. En la Figura 3 hemos
representado esta proyección con el plano imagen como diapositiva y donde a
es la imagen de A ; en realidad, el centro de la proyección L es el punto













En esta figura se han representado también: el sistema fiducial de
fotocoordenadas xy, el punto principal p (que suponemos materializado por la
intersección de los ejes fiducialesl, la distancia focal de la cámara ~=Lp, y
el sistema de coordenadas terrestre XYZ. Con origen en L consideramos también
el sistema instrumental x'y'z' con ejes x',y' paralelos a x,y
respectivamente, y eje z' en la dirección del eje óptico -prolongación de
pL-.
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Las ecuaciones de colineal idad permiten obtener las fotocoordenadas xy
de a en función de las coordenadas XYZ de A y los elementos de orientación
exterior de la fotografia.
La relación angular entre los sistemas XYZ y x'y'z' puede establecerse
mediante tres rotaciones w, ¡P,K alrededor de los ejes X,Y,Z respect ivamente,
de tal forma que para cualquier punto p en el espacio se tenga
x' = M(X -X )
p P L
(1)
donde hemos empleado la notación siguiente,
x' vector de posición de P en el sistema x'y'z' ,
P
X vector de posición de p en el sistema XYZ,p
X vector de posición de L en el sistema XY2,
L
M matriz ortogonal (MT=M-1) de transformación XYZ ~ x'y'z' .
La matriz M se obtiene como producto de tres matrices elementales de rotación
en la forma
M = (m ) = R (K)R (¡P)R (w)
Ij 3 2 1
donde el subindice indica el eje de giro y las matrices R vienen dadas por













La ecuación (1) para el punto A, se escribe
X'
A
M(X -X )A L (1' )
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y puesto que los puntos L<O,O,ol, a(x~,y~,-f) y A(x~,y~,z~l son colineales,




Así pues, de (1') y esta última expresión tenemos
X' = A M(X -X ) .
a a A L (6)






Evidentemente, m1, m2, m3 son las componentes del vector
m = M(X -X I.A L (7)
-1
Aa = -fm3 ' (8)
Recordando que z'=-f, de la tercera de las ecuaciones (6), podemos
a
escribir
y puesto que x'=x, y'=y, sustituyendo (8) en las dos primeras de (6)
a a a a
resulta finalmente
m m I
'---x_a_ -_f_-_-_m~-:_-_-y_a__ -_f_-_m=:=~_ .
(9)
Las expresiones explícitas de los elementos del vector m son
m m (X -X ) + m (y -y ) + m (Z -Z )1 11 A L 12 A L 13 A L
m m (X -X ) + m (y -y ) + m (Z -Z )2 21 A L 22 A L 23 A L
m m (X -X ) + m (y -y ) + m (Z -Z )3· 31 A L 32 A L 33 A L
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y las de los elementos de la matriz M son
m cost/>c osK ,11
m senWsentfJcosK + cosWsenK ,12
m -cosWsenifJc o sK + senWsenK ,13
m -costPsenK ,21
m -senWsenq,senK + cosWcosK ,22




Las ecuaciones (9) son las ecuaciones de colinealidad que establecen una
relación funcional entre las fotocoordenadas de a, las coordenadas espaciales
de A y los elementos de orientación exterior (XL,yL,ZL,w,tP,K) de la
fotografía. En este sentido, estas ecuaciones permiten, en principio
resolver analíticamente cualquier problema tradicional en fotogrametría. Para
ver esto con claridad, veamos algunas de sus aplicaciones.
1. Interseccion inversa fotogrametrica.
En este caso, a partir de las fotocoordenadas x,y de las imágenes de al
menos tres puntos de control (de coordenadas X,Y,Z conocidas), las ecuaciones
de col ineal idad permiten la determinación de los elementos de orientación-
exterior de la fotografía. En efecto, se puede plantear un sistema de
ecuaciones no lineales de seis ecuaciones (dos por punto) con seis incógnitas
(W,tP,K,XL,yL,ZL)'
2. Interseccion directa fotogrametrica.
A partir de las fotocoordenadas de las imágenes de un punto objeto en
las dos fotografías de un estereopar, mediante las ecuaciones de colinealidad
se puede resolver el problema de la determinación de su posición, en el
supuesto de que los elementos de orientación exterior de las dos fotografías
sean conocidos. En este caso, el sistema -no lineal- es de cuatro ecuaciones
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(dos por imagen) y de tres inc6gnitas (las tres coordenadas espaciales del
punto en cuestion) , que se resuelve por mínimos cuadrados, previa
linealizaci6n del sistema.
Las ecuaciones de colinealidad también se pueden aplicar para resolver
el problema de orientaci6n relativa de un estereopar, como ya hemos indicado
al hablar en la Introducci6n del método de modelos independientes.
2.2 Linealizacion de las ecuaciones y matrices de Cartan
Para la aplicaci6n práctica de las ecuaciones de colinealidad a la
resoluci6n de los problemas mencionados y en aerotriangulaci6n analítica, es
necesario -debido a su carácter no lineal- obtener las correspondientes
ecuaciones 1ineal izadas. Esta linealizaci6n puede conseguirse calculando por
deri vaci6n directa las diferentes derivadas parciales (con respecto a w, ~





Este proceso puede sin embargo simplificarse haciendo uso de propiedades bien
conocidas de las matrices de rotaci6n. Para mayor generalidad, en lo que
sigue no consideraremos los subíndices a y A en las fotocoordenadas ni en las
coordenadas espaciales.




1 3 1 .A -m 1m
2 3
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Por otra parte, diferenciando (7) tenemos
dm = dM(X-X ) + M(dX-dX ) = dMMTm + M(dX-dX I.L L L (11 )
Sustituyendo (11) en (10), resulta
dx = AdMMTm + AM(dX-dX ).
L
(12)
Si ahora diferenciamos la relación MMT=I -con 1 la matriz identidad-,
que expresa la ortogonalidad de la matriz M, se deduce que
lo que demuestra el carácter antisimétrico (BT=_B) de la matriz dMMT. Esta
matriz es la matriz de Cartan asociada a la matriz M, y la designaremos por











Q +(m /m IQ
1 1 3 3
(m /m )Q
2 3 3 :: 1
(m m /m )
123





En definitiva, (12) puede escribirse
(m m /m )123













Veamos ahora como se realiza el cálculo de los Q¡. De (2) y observando
que las matrices de Cartan gozan de la propiedad siguiente
con A, B Y C matrices ortogonales, tenemos
Q(M) = Q(R ) • R Q(R )RT • R R Q(R )RTRT .
3 3 23 32 123

































Sustituyendo (14) en (13), y evaluando la matriz AM se obtienen
finalmente las expresiones linealizadas de las ecuaciones de colinealidad en
la forma
(15)
donde dR=(dw,d~,dK)T, y las matrices P=(p ) y Q=(q ) son por elementos
I J I J
P11 m2sen~ + [m
2/m + m3Jcos~enK + [m m 1m JCOS~OSK1 3 123
P12 _ [m
2/m + m3JcosK + [m m 1m JsenK ,1 3 123
P13 m2
P21 -m1sen~ + [m
2/m + m3Jcos~OSK + [m m 1m ] coséseruc2 3 123
P22 [m
2/m + m3JsenK - [m m 1m JCOSK2 3 123
P23 -m1
(16)
q11 m - (m 1m Im11 1 3 31
q12 m - (m 1m Im12 1 3 32
q13 m - (m 1m Im13 1 3 33
q21 m - (m 1m Im21 2 3 31
q22 m - (m 1m )m22 2 3 32
q23 m - (m 1m Im23 2 3 33
(17)
3. MODELO MATEMATICO
Sean x ,y las fotocoordenadas de la imagen de un punto j en la
I J I J
fotografía i de un bloque fotogramétrico. Las ecuaciones de colinealidad (9)




mi (X _XL) + mi (y _yL) + mi (Z _ZL)
-f 11 J I 12 J I 13 J I
mi (X _xL) + mi (y _yL) + mi (Z _ZL)
31 J I 32 J I 33 J I
(18)
mi (X _XL) I (y _yL) + mi (Z _ZL)+ m
-f 21 J I 22 J I 23 J I
mi (X _XL) + mi (y _yL) + mi (Z _ZL)
31 J I 32 J I 33 J I
L L Ldonde (XJ'YJ,zJ)' (XI'YI,ZI) son las coordenadas cartesianas del punto j y
del centro de perspectiva de la fotografía i respectivamente en el sistema de
referencia al cual tenemos referidas la posición de los puntos de control y
(mi) son los elementos de la matriz de orientación MI de la fotografía i.
kl
Las ecuaciones (18) constituyen el modelo funcional en el ajuste
simultáneo mínimos cuadrados de un bloque fotogramétrico. Este modelo
corresponde a un modelo explícito en los observables -fotocoordenadas
x ,y - cuya forma general es L=F(X) (véase, Sevilla, 1986). El vector X de
I J I J
parámetros es en este caso
Designando por X un vector de valores aproximados de los parámetros,
o
la linealización del modelo (18) en un entorno de X conduce a las ecuaciones
o
de observación que escribimos en la forma
Ax+Ax-t





L L L T(a) xI = (l>w
l
,lu1>I,l>ICI,l>XI,l>YI,l>ZI) , vector de incógnitas constituido por
las correcciones a los elementos de orientación exterior de la fotografía I







(~XJ'~YJ'~ZJ)' vector de incógnitas constituido





ob ob T(e) t (x - F (X ), y - F (X » , vector de constantes de observación,
lJ 1 J x o 1 J y o
!=(xob yOb) vector de observaciones reales, y F (X ), F (X) calculados







AIJ' submatrices de la matriz de diseño correspondientes a las
de los elementos de orientación exterior y a las de las
espaciales respectivamente. Estas matrices se deducen
inmediatamente de la expresión (15). En efecto,
A = ~f [p I -Q ] '
lJ 3
o, por elementos, (designando el elemento de la fila k y columna 1 de la










Observemos que en estas expresiones los elementos Pkl,qkl (dados por (16) y
(17) respectivamente) y m
3
están evaluados en Xo.











vector de errores residuales asociado a las
observaciones.
Supongamos ahora que el bloque fotogramétrico consta de h fotografías y
sea n el número total de puntos de los cuales r son puntos de control. Para
el punto J designemos por h el número de fotografías en las que aparece una
J
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imagen de este punto y supongamos , además, inicialmente que h =h para todo
J
j=l,.. ,n. Cada una de estas imágenes genera un par de ecuaciones de
observación de la forma (19); resulta entonces que el conjunto total de estas
ecuaciones asociadas al punto J será




O Á x AhJ h hJ
VlJtlJ
VhJthJ
que en forma compacta podemos escribir
Ax+Ai -tJ J J J vJ (20)
donde x es el vector de correcciones a los elementos de orientación exterior
de las h fotografías del bloque.
O(AJ) (2h,3)
O(i ) (3,1)J
O(t ) O(V) (2h,1).J J
Los órdenes o dimensiones de las matrices y vectores que intervienen en
(20) son los siguientes
O(ÁJ) = (2h,6h) ,
O(X) = (Bh, 1)
O&o.etWa.C¿OIl. 3. 1
En real idad, cuando h <h -que es la situación ordinaria-, el número de
J
ecuaciones del sistema (20) es 2h, Y el número de incógnitas asociadas al
J
punto J es 6h +3.
J




1 1 O 1-,
X +
A O ". A xn n n t vn n
t v
1 1
que también podemos escribir en la forma
A x + A x - t v
donde
O(Á) (2hn,6h), O(X) (6h,1)
0(1.) (2hn,3n), O(X) (3n,1)
O(t) (2hn,1), O(v) (2hn,1).
(21)
En el supuesto de la ~ 3.1, el número total de ecuaciones de
observación será
n
y el número de incógnitas 6h+3n pues las incógnitas de orientación son las
mismas para todos los puntos de una misma fotografía. Si ,además, las tres
coordenadas de los r puntos de control se conocen exactamente y sin error, el
número de incógnitas es 3(n-r)+6h. En cualquier caso, supondremos que el
diseño de la aerotriangulación es tal que el número de ecuaciones de
observación es mayor que el de incógnitas, es decir, m>3(n-r)+6h, y que
además el modelo es regular dejando para otra ocasión el estudio de modelos
singulares donde la matriz de diseño A sea deficiente de rango.
Todo esto hace que el sistema de ecuaciones de observación no tenga
solución exacta y deba procederse a un ajuste mínimos cuadrados, que
conducirá, entre otras cosas, a la mejor estimación lineal insesgada (MELI)
del vector de parámetros (elementos de orientación exterior de las
fotografías y coordenadas X,Y,Z de los n-r puntos desconocidos).
Con este fin se necesita el modelo estocástico de las observaciones.
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Designemos por ~IJ la matriz de varianza-covarianza del par













es la varianza a priori de la unidad de peso,







son las varianzas de las observaciones
~
IJ
2 -1 2o-P =o-Q
o IJ o lJ
donde Q¡J es la matriz cofactor a priori de las observaciones.
Consideremos ahora todas las imágenes del punto J -que suponemos está en
todas las fotografías- (X1J'Y1J),(X2J'Y2J)""'(XhJ'YhJ)' Si suponemos además
que o- = o- = o- O si ¡"'k, es decir que las observaciones de
x¡JYkJ x¡JxkJ Y¡JYkJ
las diferentes fotografías son estocásticamente independientes, entonces la
matriz de pesos de estas observaciones, que designaremos por PJ' viene dada
por
p) • [P,) ~ .. O
P
hJ
l. O(p) • (2h.2h).
Análogamente, para las 2hn observaciones también suponemos independencia
estocástica, entonces
y la matriz de pesos global es de la forma





O p. l. O(P) (2hn,2hn).
Finalmente, escribamos el sistema de ecuaciones de observación (21) en
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la forma
Ax - t ; v. con
Entonces el sistema de ecuaciones normales. que se obtiene bajo la condición
vTPv;mino. viene dado por (Sevilla. 1986)
1[ : 1 [ :::: 1
es decir Nx do







Ñ I N N N












Ñ L ÁT P Á O(Ñ );(6.6)1 1J 1J IJ 1J;l
h
Ñ ; L XT P X O(Ñ );(3.3)
J 1;1 1J 1 J IJ J
N ; ÁT P X O(N );(6.3)
IJ 1J 1J 1 J 1J
°T °T -T -T ]Tx; [ Xl' oooo.xh X J'" .,X1 n








d L ÁT P t a L xT P t1 1J 1J 1J J 1J 1J IJJ;l 1;1
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EJEMPLO
Para ilustrar todo lo anterior, analicemos el bloque fotogramétrico que
se muestra en la figura 2. En este ejemplo el bloque de fotografías está
subdividido en tres bandas cada una de las cuales consta de siete
fotografías; según la notación que hemos introducido en esta sección se tiene
entonces h=21.
El número de puntos con coordenadas X,Y,Z desconocidas (puntos de paso +
y puntos de enlace @) es de 49, mientras que los puntos de control se dividen
de la forma siguiente:
control horizontal (coordenadas X,Y conocidas) : rH=10
control vertical (coordenada Z conocida) : ry=17.
En total el número de puntos es n=76 de los cuales r=27 son de control.
De esta forma, el número de incógnitas en este bloque fotogramétrico es
6h+3(n-r)+r +2r =317.H Y
La tabla que presentamos a continuación nos permite deducir que el
número total de ecuaciones de observación del tipo (18) que se pueden







~ Puntos paso Puntos enlace Puntos control
~ Total Imagenes Total Imagenes Total Imagenes
Banda 1 14 38 8 18
Banda 11 7 19 1 2
Banda !II 14 38 8 18
Bandas 1-11 7 38 5 22
Bandas 11-111 7 38 5 22
Total Total Tota l
e =95 e =76 e =821 2 3
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Nota: En futuros artículos se tratarán las técnicas de ajuste, los métodos
numéricos y el análisis estadístico de resultados.
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